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Notation.

H++
n = {M ∈Mn(C) : M∗ = M et ∀X ∈ Cn\{0}, X∗MX > 0}

Un = {M ∈Mn(C) : M∗M = In}

Théo. L’application

ψ : H++
n × Un → GLn(C)

(H,Q) 7→ HQ

est un homéomorphisme.

Démonstration.
I Surjectivité

Soit M ∈ GLn(C).
Comme MM∗ ∈ H++

n , on peut diagonaliser par une matrice uni-
taire. Il existe donc U ∈ Un telle que

MM∗ = U∗diag(d1, ..., dn)U où ∀i ∈ J1, nK, di > 0.

Posons H = U∗diag(
√
d1, ...,

√
dn)U .

On veut montrer que H ∈ H++
n .

H∗ = (U∗diag(
»
d1, ...,

»
dn)U)∗

= U∗diag(
»
d1, ...,

»
dn)U

Soit X ∈ Cn, alors

X∗HX = X∗U∗diag(
»
d1, ...,

»
dn)UX

= (UX)∗diag(
»
d1, ...,

»
dn)UX

Posons UX = Y , on a donc

X∗HX = Y ∗diag(
»
d1, ...,

»
dn)Y

=
Ä
y1 . . . yn

äÜ√d1 0
. . .

0
√
dn

êÜ
y1
...
yn

ê
=
Ä√
d1y1 . . .

√
dnyn

äÜy1
...
yn

ê
=

n∑
i=1

»
di|yi|2

On a X∗HX > 0 si UX 6= 0 ie si X 6= 0.
Ainsi, H ∈ H++

n et H2 = MM∗.
Posons Q = H−1M . On a

Q∗Q = (H−1M)∗H−1M

= M∗(H−1)∗H−1M

= M∗(H∗)−1H−1M

=︸︷︷︸
H hermitienne

M∗H−2M

= M∗(M∗)−1M−1M

= In

On a bien le théorème puisque M = HQ.
I Injectivité

Soit ((H,Q), (H̃, Q̃)) ∈ (H++
n × Un)2 tels que M = HQ = H̃Q̃.

Posons N = H−1H̃ = QQ̃−1 ∈ Un.
Ainsi N∗N = In et N diagonalisable.

Sp(N) ⊂ S1.
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Décomposition polaire

En effet, soit λ ∈ C une valeur propre de N associée au vecteur
propre X. Alors, ||NX||2 = |λ|2||X||2. Ainsi, ||X||2 = |λ|2||X||2.
Par conséquent, |λ| = 1. Soit S ∈ H++

n telle que S2 = H̃.
Posons N ′ = SH−1S.
Alors

N ′ = SNH̃−1S

= SNS−2S

= SNS−1

Ainsi, N ∼ N ′ et Sp(N) = Sp(N ′).
Comme S ∈ GLn(C),N ′ et H−1 sont congruentes. Elles repré-
sentent donc la même forme quadratique dans deux bases diffé-
rentes. Ainsi N ′ ∈ H++

n .
Ainsi, d’après le théorème spectral, N ′ est diagonalisable et
Sp(N ′) ⊂ R∗+.
On a Sp(N) ⊂ R∗+ ∩ S1 = {1} et donc N ∼ In. Ainsi, N = In.

I Continuité
On a déjà φ continue car polynômiale.
Montrons que HQ 7→ (H,Q) continue.
Soit (Mk)k∈N une suite de GLn(C) qui converge versM ∈ GLn(C).
Alors, pour tout k ∈ N, il existe (Hk, Qk) ∈ H++

n × Un tel que
Mk = HkQk. Il existe aussi (H,Q) ∈ H++

n × Un tel que M = HQ.
On sait que Qk ∈ Un qui est compact.
En effet, si on définit l’application continue

φ :M(C) → M(C)
M 7→ M∗M

on a que Un = φ−1(In) et donc Un est fermé.
De plus, pour tout U ∈ Un et pour tout x ∈ Cn tel que ||x|| ≤ 1,

||Ux||2 = txtUUx

= txx

= ||x||2

Ainsi, |||U ||| = 1 et donc Un est borné.
Ainsi, Un compact.
Soit (Qφ(k)) une sous-suite de (Qk) qui converge vers R ∈ Un.
On a

Hφ(k) = Mφ(k)Q
−1
φ(k) −→k→+∞

MR−1 := S ∈ H+
n ∩GLn(C) = H++

n

(car H++
n ⊂ H+

n fermé, M ∈ GLn(C) et R ∈ Un ⊂ GLn(C))
Or M = HQ = SR donc par unicité de la décomposition polaire,
on a H = S et Q = R.
Ainsi, (Qk) admet une unique valeur d’adhérence dans Un compact
et Qk −→

k→+∞
Q et donc Hk −→

k→+∞
H

Leçons possibles : 106 - 155 - 158 - 160
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