Décomposition polaire

Références : Posons UX =Y, on a donc
Les matrices, Denis Serre

X*HX = Y'diag(\/dy,...,\/d,)Y

Notation. NZA 0 Y
1 1
H* = {M € My(C): M* = M et VX € C"\{0}, X*MX > 0} = (- W) - :
0 V) \Yn
Up={M e M,(C): M*"M = 1I,} (5
Théo. L’application - <\/d_1m v%%) :
Yn
G Hf x U, — GL,(C) " 2
(H,Q) — HQ = X Vyl
est un homéomorphisme. Ona X*HX >0si UX #0iesi X #0.
Démonstration Ainsi, H € H}" et H> = MM*.
' Posons Q@ = H~'M. On a
» Surjectivité
Soit M € GL,(C). Q*Q = (H'M)*H'M
Comme MM* € H*, on peut diagonaliser par une matrice uni- _ M (H VY H M

taire. Il existe donc U € U, telle que _ M*(H*)’IH’lM

MM* = U*diag(dy, ...,d,)U ou Vi € [1,n],d; > 0. = M*H2M
H hermitienne
Posons H = U*diag(\/dy, ..., v/d,)U. = M (M"Y *M*M
On veut montrer que H € H . _ I,
H" = (U*diag(\/dj, I @)U)* On a bien le théoreme puisque M = HQ.

= U*diag(\/dj, "o @)U » Injectivité

Soit ((H,Q), (H,Q)) € (H* x Uy,)? tels que M = HQ = HQ.
Posons N = H'H =QQ~' € U,.

Ainsi N*N = I, et N diagonalisable.

Soit X € C", alors

X*HX = X*U*diag(\/dy, ..., \/d,)UX
= (UX)*diag(\/dy, ..., \/d,)UX Sp(N) c S*.



Décomposition polaire

En effet, soit A € C une valeur propre de N associée au vecteur
propre X. Alors, ||[NX|]? = [M?||X]||*. Ainsi, || X2 = |A]|X]]?.

Par conséquent, || = 1. Soit S € H " telle que S? = H.
Posons N' = SH'S.

Alors
N' = SNH'S

= SNS2S

= SNS!
Ainsi, N ~ N’ et Sp(N) = Sp(N’).
Comme S € GL,(C),N" et H™! sont congruentes. Elles repré-
sentent donc la méme forme quadratique dans deux bases diffé-
rentes. Ainsi N’ € H .
Ainsi, d’apreés le théoreme spectral, N’ est diagonalisable et
Sp(N’) C R%.
On a Sp(N) Cc R NST = {1} et donc N ~ I,,. Ainsi, N = I,,.
Continuité
On a déja ¢ continue car polynomiale.
Montrons que HQ — (H, Q) continue.
Soit, (My,)ken une suite de GL,,(C) qui converge vers M € GL,(C).
Alors, pour tout k € N, il existe (Hg, Qx) € H" x U, tel que
M), = HyQy. 1l existe aussi (H,Q) € HIT x U, tel que M = HQ.
On sait que @, € U, qui est compact.
En effet, si on définit I'application continue

¢: M(C) — M(C)
M — MM

on a que U, = ¢~1(I,,) et donc U, est fermé.
De plus, pour tout U € U, et pour tout x € C" tel que ||z|| < 1,

|Uz|]? = 2'TUx
= 'zx

= |l=I?

Ainsi, |||U]|| = 1 et donc U, est borné.

Ainsi, U,, compact.

Soit (Qe(k)) une sous-suite de (Q;) qui converge vers R € U,.
On a

Hy(y = Moy Qi il MR ':=8€ H'NGL,(C)=H,*
(car H" C Hf fermé, M € GL,(C) et R € U,, C GL,(C))
Or M = H() = SR donc par unicité de la décomposition polaire,
ona H=SetQ=R.
Ainsi, (Qk) admet une unique valeur d’adhérence dans U,, compact
et Qp — Qetdonc H, — H

k——+o0 k——+o0

]

Lecons possibles : 106 - 155 - 158 - 160




